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Computerprogramms mit einem FEM-Algorithmus zur Berechnung
von elektromagnetischen Streuproblemen im medizinischen Bereich
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Zusammenfassung.Am Beispiel der Verkopplung von me-
dizinischen Ger̈aten über den menschlichen Körper wer-
den elektromagnetische Störpḧanomene im Klinikbereich
betrachtet. F̈ur die Berechnung dieser komplexen Szenari-
en wird zum einen die Momentenmethode (MoM) verwen-
det, die sich in besonderem Maße für die Ber̈ucksichtigung
metallischer Strukturen und offener Streuprobleme eignet,
und zum anderen die Methode der Finiten Elemente (FEM),
mit der die Eigenschaften des menschlichen Körpers bes-
ser ber̈ucksichtigt werden k̈onnen. Mit Hilfe desÄquivalenz-
prinzips l̈asst sich das Gesamtproblem in zwei Teile zerlegen,
in ein inneres und in ein̈außeres. Der Außenraum wird da-
bei mit der MoM behandelt und das Innere, d.h. der Körper
mit der FEM. Die Kopplung der beiden Methoden erfolgt an
der Körperoberfl̈acheüber äquivalente Oberfl̈achenstr̈ome.
Durch Lösen des resultierenden linearen Gleichungssystems
für das gesamte Problem lassen sich dann die Oberflächen-
ströme und dieüber die Kontinuiẗatsgleichung miteinander
verkn̈upften elektromagnetischen Felder bestimmen.

1 Einleitung

Die zu simulierenden Szenarien der Verkopplung von Medi-
zinger̈atenüber den menschlichen Körper sind sehr komplex,
da der Einfluss des Patienten auf die direkte Verkopplung,
zum Beispiel̈uber Gewebeströme, entscheidende Bedeutung
hat. Aus diesem Grunde m̈ussen neue Hybridverfahren ent-
wickelt werden. Die Momentenmethode (MoM) eignet sich
besonders f̈ur offene Streuprobleme, da zum einen lediglich
Gebiete, in denen Ladungen und Ströme auftreten, diskreti-
siert werden m̈ussen, und zum anderen die Unendlichkeit des
freien Raumes durch eine Greensche Funktion exakt nachge-
bildet wird. Der Vorteil der Methode der Finiten Elemente ist
der sehr hohe Freiheitsgrad bei der Zerlegung des Lösungs-
raums in Finite Elemente, weshalb auch komplizierte Geo-
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metrien und Inhomogenitäten gut modelliert werden können.
Diese Vorteile der beiden Methoden werden hier ausgenützt
indem sie zu einem hybriden Verfahren kombiniert werden.

2 Äquivalenzprinzip

In Abb. 1 ist ein Beispiel f̈ur ein allgemeines Streuproblem
dargerstellt. Ein dielektrischer Streukörper mit den Material-
parameternµrµ0 undεrε0 befindet sich im unendlich ausge-
dehnten Freiraum (µ0 und ε0). Allgemein ist auch die Ver-
wendung von inhomogenen Dielektrika denkbar. Die An-
regung erfolgt beispielsweise durch eine einfallende ebene
Welle, so dass außerhalb des dielektrischen Körpers ein elek-
tromagnetisches FeldEext undH ext vorherrscht und im In-
neren ein FeldEint undH int (vgl. Harrington, 1968 und Ja-
kobus, 1995).

Dieses allgemeine elektromagnetische Streuproblem lässt
sich nun mit Hilfe desÄquivalenzprinzips in ein exter-
nes äquivalentes und ein internes̈aquivalentes Problem
überf̈uhren. Beim externen̈Aquivalent (siehe Abb. 2 links)
werden die Felder im Außenraum betrachtet und die Wir-
kung der Felder im Inneren des dielektrischen Körpers durch
äquivalente elektrische und magnetische Oberflächenstr̈ome

J S = n̂ × H (O) und MS=−n̂ × E (O) (1)

auf der Grenzschicht des Körpers beschrieben. Damit kann
das Innere als feldfrei angenommen werden und somit auch
mit einem beliebigen Material gefüllt werden (also z.B. auch
mit µ0 undε0). Das internëAquivalent (siehe Abb. 2 rechts)
stellt den umgekehrten Fall dar. Hierbei werden die Felder
im Innenraum des dielektrischen Körpers betrachtet und die
Wirkung der Felder im Außenraum durchäquivalente Ober-
flächenstr̈ome beschrieben. Hier kann dasÄußere als feldfrei
angenommen werden und somit auch mit einem beliebigen
Material gef̈ullt werden (also z.B. auch mitµrµ0 undεrε0).

Die äquivalenten Oberfl̈achenstr̈ome f̈ur den externen
und den internen Fall m̈ussen identisch sein, aufgrund der
notwendigen Stetigkeit der Tangentialenkomponenten der
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Abbildung 1. Allgemeines elektromagnetisches Streuproblem.

elektrischen und magnetischen Felder an der Oberfläche
des Dielektrikums beim ursprünglichen Problem. Nach dem
Äquivalenzprinzip k̈onnen also die Felder an der Grenzfläche
über die Oberfl̈achenstr̈ome miteinander verkoppelt werden.

3 Verwendete Methoden

Bei der Momentenmethode handelt es sich um ein Integral-
gleichungsverfahren. Sie ist besonders für metallische Struk-
turen und offene Streuprobleme geeignet. Die elektrische
Feldsẗarke l̈asst sich in Abḧangigkeit von Potenzialen for-
mulieren, welche sich ihrerseits in Abhängigkeit von elektri-
schen und magnetischen Oberflächestr̈omen ausdr̈ucken las-
sen. Zur Bestimmung dieser Ströme erfolgt eine Diskreti-
sierung der Oberfl̈achen in dreieckf̈ormige Fl̈achenelemente.
Auf den Kanten der Dreiecke werden die Oberflächenstr̈ome
als gewichtete Summe von Basisfunktionenf n nach Rao et
al. (1982) angesetzt.

J S =

NJ∑
n=1

αJ · f J,n und MS=
NM∑
n=1

αM · f M,n. (2)

Es erfolgt eine Gewichtung nach dem Galerkinverfahren mit
denselben Funktionenf n. Im MoM-Gebiet resultiert dann
das folgende lineare Gleichungssystem mit den unbekannten
Oberfl̈achenstr̈omenJ und elektrischen FeldernEd auf der
Oberfl̈ache des Dielektrikums, sowie einer einfallenden an-
regenden FeldstärkeEinc:[
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Bei der Methode der Finiten Elemente handelt es sich um
ein partielles Differenzialgleichungsverfahren. Ausgehend
von den ersten beiden Maxwellschen Gleichungen erhält
man durch Bildung der Rotation und in einander Einset-
zen die Wellengleichungen für die elektrische bzw. magneti-
sche Feldsẗarke. Nun erfolgt zuerst eine Gewichtung mit den
Formfunktionenwn (Kantenelemente 1. Ordnung) nach Jin

Abbildung 2. Externes (links) und internes (rechts)äquivalentes
Problem.

(1993) bevor dann die Diskretisierung des zu behandelnden
Volumens in Tetraeder vorgenommen wird. Die elektrische
Feldsẗarke wird hierbei als̈Uberlagerung von Basisfunktio-
nen angesetzt:

E (r) =

NE∑
n=1

En · wn (r). (4)

Als resultierendes lineares Gleichungssystem für den FEM-
Bereich ergibt sich damit dann:[
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mit den unbekannten elektrischen Feldern im Dielektrikum
Ei und auf dessen OberflächeEd , sowie den Oberfl̈achen-
strömenJd und einer m̈oglichen Anregung im Inneren des
dielektrischen K̈orpersGint.

4 Kopplung von MoM und FEM

Bisher wurden das externe und das interneÄquivalent un-
abḧangig von einander betrachtet und für beide Teilprobleme
jeweils ein lineares Gleichungssystem hergeleitet, dass einen
Zusammenhang zwischen den unbekannten komplexen Ko-
effizientenJ und E beschreibt. Nun erfolgt die Kopplung
der beiden Verfahren nach dem oben beschriebenenÄqui-
valenzprinzip. Dabei sind die Basisfunktionen auf der Ober-
fläche mit den Formfunktionen im Inneren des dielektrischen
Körpers an der Oberflächeüber die Beziehung

wn (r) = n̂ × f n

∣∣
S

(6)

mit einander verkn̈upft. Formell erfolgt die Kopplung̈uber
die Oberfl̈achenstr̈omeJ . Es wird Gleichung (3) nachJ auf-
gelöst und in Gleichung (5) eingesetzt. Das so entstehende
Gleichungssystem lässt sich in das folgendëuberf̈uhren:[
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Dieses wird dann mit dem Konjugierten-Gradienten-
Verfahren iterativ gel̈ost.
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Zur Validierung des hybriden Verfahrens wird eine Vergleichsrechnung mit der Mo-
mentenmethode bei einem homogenen dielektrischen Würfel vorgenommen (siehe 
Bild 3). Als Anregung dient eine einfallende ebene Welle. 
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Bild 3: Dielektrischer Würfel mit einer Berechnungsebene für die elektrischen 

Feldstärken 
 
Betrachtet wird das resultierende elektrische Nah- und Fernfeld (siehe Bild 4). Es 
ergibt sich eine gute Übereinstimmung der Ergebnisse beider Verfahren, so dass mit 
dem hier beschriebenen hybriden Ansatz jetzt weitere Untersuchungen angestrebt 
werden. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bild 4: Vergleich der berechneten elektrischen Feldstärken 
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Abbildung 3. Dielektrischer Ẅurfel mit einer Berechnungsebene
für die elektrischen Feldstärken.

Zur Validierung des hybriden Verfahrens wird eine
Vergleichsrechnung mit der Momentenmethode bei ei-
nem homogenen dielektrischen Würfel vorgenommen (siehe
Abb. 3). Als Anregung dient eine einfallende ebene Welle.

Betrachtet wird das resultierende elektrische Nah- und
Fernfeld (siehe Abb. 4). Es ergibt sich eine guteÜberein-
stimmung der Ergebnisse beider Verfahren, so dass mit dem
hier beschriebenen hybriden Ansatz jetzt weitere Untersu-
chungen angestrebt werden.

5 Zusammenfassung

Es wird die Kopplung der Momentenmethode mit der Me-
thode der Finiten Elemente beschrieben. Zuerst wird auf das
Äquivalenzprinzip eingegangen, nachdem das ursprüngliche
Streuproblem in zwei Unterprobleme aufgeteilt werden kann
und dass die Grundlage für die Kopplung bildet. Anschlie-
ßend werden die beiden verwendeten Methoden näher be-
schrieben. Die Kopplung wird dann̈uber die Oberfl̈achen-
ströme durchgef̈uhrt und das resultierende Gleichungssystem
gelöst. Eine Validierungsrechnung weist eine guteÜberein-
stimmung des hybriden Verfahrens im Vergleich zur Lösung
mit der Momentenmethode auf.

Zur Validierung des hybriden Verfahrens wird eine Vergleichsrechnung mit der Mo-
mentenmethode bei einem homogenen dielektrischen Würfel vorgenommen (siehe 
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Abbildung 4. Vergleich der berechneten elektrischen Feldstärken.
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