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Auswirkungen der Quantisierung bei nichtlinearen Funktionen
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Zusammenfassunglm bei der Implementierung von digi- e
talen Signalverarbeitungsalgorithmen den Hardwareaufwand l

zu minimieren, kann die Wortbreite der einzelnen Berech- ﬂ.@ﬂ — X(k);q_\ y(k),
nungen optimiert werden. DabeiUssen die entstehenden T N4
Quantisierungsfehler bigécksichtigt werden. In linear zeitin-
varianten Systemen (LTI)donen die Quantisierungfehler in . -
Abhangigkeit der statistischen Werte der Eingangssignale er'—a‘bbllclung 1. Quantisierungsmodel
mittelt werden. In vielen Algorithmen der digitalen Signal-

verarbeitung werden zatzlich zu linearen Funktionen nicht- - ~ -0 iniqec ot a(1999 wurde das Modell mit einer wer-

Im_eare Funktionen yerwendet. D'e_s?r Beﬂrag_ befasst SICrlediskreten Gleichverteilungif den Quantisierungsfehler
mit den Besonderheiten der Quantisierung bei Verwendunq/erfeinert und es wurde gezeigt, dass dieses Modelti&s

von nichtlinearen Funktlongn. Dabei wird mutert., welche_ Abschneiden weniger Stellen eines bereits quantisierten Si-
Eigenschaften der Quantisierungsfehler am Eingang elne{f;nals genauer ist. In vielen Algorithmen der Nachrichten-

g!ch\t/llnearr]?n Eunktlondhabse_n SOIIIte, ;m du;ﬁh_ die F.L.Jgkt'r?ntechnik z.B.Teich et al (2000 werden nichtlineare Funktio-
le Verschlechterung des Signal-zu-Rauschieistungalterh o e gie Multiplikation zweier Signale immer wichtiger.

n?s (SNR). zu minimieren: Weitgr wird der Fehler_, der durch Constantinide$2003 und Constantinides et a{2009 zei-

die Qu.ant.|3|erung na_ch einer nichtlinearen Funktion entStehtgen eine Methode, um die Eingangsfehler von nichtlinearen

am Beispiel der Multiplikation untersucht. Funktionen anhand eines Kleinsignalmodells abzataen.

In diesem Bericht wollen wir auf die Besonderheiten bei

nichtlinearen Funktionen und Unterschiede zu LTI-Systemen

1 Einleitung am Beispiel der Multiplikation eingehen. Weiter werden wir
speziell die Auswirkung eines Eingangsmittelwerts auf den

Hardwareimplementierungen auf FPGAs und ASICs erlau-Ausgang bei LTI und nichtlinearen Systemen vergleichen.

ben es, die Wortbreitetf die Berechnungen und Zwi-

schenergebnisse frei zuahlen. Um die Verlustleistung

und die bebtigte FEiche zu minimieren und zugleich die 2 Grundlagen zur Quantisierung

Rechengenauigkeit zu maximieren, sind Modelle notwen- ) . L

dig, die die Beziehung zwischen Wortbreite und Quan-Im Weiteren werden die zweiaggigsten Methoden der

tisierungsfehler darstellen. Viele der Untersuchungen zdRuantisierung von Zweierkomplementzahlen betrachtet: Ab-

Quantisierungseffekten befassen sich mit linear zeitinvari-Schnéiden und Runden. Es soll aufNachkommastellen

anten (LTI) SystemenTaylor, 1983 und Qiniz et al, quantisiert we_rden, die _Schnttwelte des Quantisierers ist

2002. In Oppenheim and Schaf¢t999 ist ein Quantisie- ~dann 2. Das inOppenheim and Schaf€t999 verwende-

rungsmodell dargestellt, welches eine wertekontinuierlichel® Quantisierungsmodell ersetzt die Quantisierung durch die

Gleichverteilung @ir den Quantisierungsfehler annimmt. In Addition des Quantisierungsfehlers= y —x (Abb. 1). Da-
bei istx das wertekontinuierliche Eingangssignal undas

Correspondence td. Schlecker Signal nach der Quantisierungiffden Quantisierungsfehler
(wolfgang.schlecker@uni-ulm.de) werden dabei folgende statistische Annahmen getroffen:
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Abbildung 2. FIR Filter mit Quantisierung des Eingangssignals und ) ] ) o ] ]
Fehlermittelwertkompensation am Ausgang Abbildung 3. FIR Filter mit Quantisierung des Eingangssignals,
Quantisierung der Skalierungsergebnisse und Kompensation des

Fehlermittelwertes am Ausgang
— Der Fehler[k] ist die Abtastfolge eines statiaren Zu-

fallsprozesses. o ] o ]
Mit Hilfe dieser statistischen Werte kann das Signal-

— Der Fehlere[k] ist unkorreliert mit dem Signal[]. zu-Rauschleistungsvaitinis (SNR) des Quantisierungsrau-

— Der Fehlerprozessasst sich als weil3es Rauschen be- schgps .berechnet we.rden. Dqs SNR ergibt. sich aus dem
schreiben, d.h. die Zufallsvariablen des FehIerprozessegerhalm_IS von qugdratlschen Mlttelwgr_t des Signals zu dem
sind unkorreliert. gquadratischen Mittelwert des Quantisierungsfehl&isaf-

mugan and BreipohlL990:

— Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion des Fehlers ist 2 2
gleichverteiltiber den Bereich des Quantisierungsfeh- g\ #sie? _ Hsig * %ig 1)

lers. He2 nz + o2

Fur “genigend komplexe” Signale, d.h. dass das Signal
von Abtastwert zu Abtastwert mehrere Quantisierungsstufen o )

iiberstreicht, sind diese Annahmen realistis@ipgenheim S Quantisierung in LTI-Systemen
and Schafer1999.

Ausgehend von dieser vereinfachten Modellannahme, de
Gleichverteilung des Quantisierungsfehlers, kann nun dieF
Fehlerfortpflanzung bei einfachen Rechenoperatioréden
betrachtet werden. Der Mittelwert igt, = —%2‘” fur Ab-
schneiden undu,=0 fur Runden und die Varianz ist

In diesem Abschnitt betrachten wir die Quantisierung in LTI-
ystemen am Beispiel eines Finite Impulse Response (FIR)
ilters. Zurachst gehen wir von einem FIR-Filter aus, des-
sen Eingangssignal(k) quantisiert wird (Abb2). Das Aus-
gangssignaj (k) berechnet sich folgendermafien:

02 = 4272 fur Abschneiden undif Runden. N

Werden nur wenige Stellen einer bereits wertediskretery (k) = »_ aix(k — i) 2
Zahl quantisiert, so ist dieses Fehlermodell ungenauge- i=0
nauere statistische Werte des Fehlers werden aflgli®h-  Damit lasst sich der Mittelwert des Quantisierungsfehégrs

keiten (in diesem Fall endlich viele) gleichwahrscheinlich gm Ausgang folgendermaf3en berechnen:
angenommen. Der Mittelwert berechnet sich aus der Sum-

me aller ndglichen abgeschnittenen Werte, dividiert durch al

die Anzahl der Mdglichkeiten Constantinides et al1999. ey = Hex Zai' )
Fur eine Quantisierung eines Signals mit Nachkomma- =0
stellen aufr, Nachkommastellen mit; > n, wird der Mit- ~ Wird das wertekontinuierliche Eingangssigna) auf n

telwert des Quantisierungsfehlers wie folgt berechnét. F Nachkommastellen abgeschnitten, ist der Fehlermittelwert

Abschneiden: am Ausgang
1 2 1. _ 1, ¥
He= sy D —i2M=—S@72 -2 Hey = =527 Y a @)
i= i=0
far Runden: und fur Runden
1 2n1—)12 1 1 . 0 5
— —na=1 _ jo=niy _ Zo- Mey = 0.
fe = oni—nz Z @ 27 = 22 " ? ©
i=0 Die Varianz des Fehlers am Ausgang ist Runden und Ab-
Die Varianz wird analog dazuif Abschneiden und Runden schneiden
bestimmt: N 1 N
2 2 2 —2n 2
Uez _ %2(2_2,12 _ 2_2,11). Gey = Uex .Xc:)ai = 1—22 Xgai (6)
1= 1=
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Dies bedeutet, dass sich Runden und Abschneiden im Fehle 1z

—6- Runden

nur durch den Fehlermittelwert unterscheiden. Bei Abschnei- — Kompensiert

—5— Abschneiden

den am Eingang und Subtraktion des vorhersagbaren Fehler
mittelwerts @) am Ausgang wird derselbe Fehlermittelwert
wie bei Runden am Eingang erreicht. In diesem Fall bringt o
dies aber keine Hardwareeinsparung, da Runden (eine Addi- =
tion) am Eingang durch eine Addition am Ausgang ersetzt
wird. Betrachten wir nun ein FIR-Filter, bei dem nach den
einzelnen Skalierungen ebenfalls quantisiert wird (ARb.
Mit der Annahme, dass die quantisierten Stellen gleichver- £
teilt sind und viele Stellen quantisiert werden, so dass der ¥
Fehler mit einer kontinuierlichen Gleichverteilung géert
werden kann, ist der Mittelwert des Ausgangssigniils f
Abschneiden:

100+

80

60

(Simulation

0 I I I I I I

6 8 10 12 14 16 18
Anzahl der Nachkommastellen n

1 N
:U«ey = —52_" (N + l+ a; (7)

i=0
Wird gerundet, so ist., = 0. Die Varianz des Fehlers am Abbildung 4. SNR des FIR-Filters (AbkB) mit Quantisierung am

Ausgang istfir Runden und Abschneiden g|eich: Eingang fir Runden, Abschneiden und Abschneiden mit Kompen-
sation des Ausgangssignals
1 N
02 = 1_22—2" (N +1+ Za,?> . (8)
i=0

kann gesagt werden, dass Runden in LTI-Systemen nicht not-

Auch hier kann der Mittelwert kompensiert werden, so wendig ist, solange die quantisierten Stellen gleichverteilt
dass mit Abschneiden das gleiche SNR wie bei Runden ersind, da die Varianz des Fehlerg in beiden Rllen gleich
reicht wird. Haben die Skalierungsfaktoren nur wenige  ist. Der Unterschied macht sich nur in dem Fehlermittelwert
Nachkommastellen, ;, so gilt die Annahme, dass der Fehler i bemerkbar und kann durch nur eine Addition bzw. Sub-
kontinuierlich ist, nicht mehr. Der Fehlermittelwert am Aus- traktion eliminiert werden.

gang berechnet siclif Abschneiden dann folgendermaRen: ~ Dabei stellt sich die Frage, wann die Bedingung, dass die
guantisierten Stellen diskret gleichverteilt sind,Udtfist.

1__, N 1Y n nen Sind die letztenn Stellen des quantisierten Eingangssignals
ey = _52 Zai T2 2(2 -2 gleichverteilt, so sind auch die letztenStellen aller Skalie-
i=0 i=0 rungsergebnisse und Additionsergebnisse gleichverteilt. Da-
_ _}2_,1 i(“' 41— 2 bei dirfen nur Stellen, die ungleich Null werderbnen,
2 = ' ' beriicksichtigt werden. Dies kann folgendermafRen gezeigt
werden:
Far Runden ist der Fehlermittelwert dann u sei eine 1 Bit-Zahl, die diskret gleichverteilt ist, mit den
1 Wabhrscheinlichkeite® (u=1) = P (u=0) =0, 5, v sei eben-
Hey = 5 Y @, falls eine 1 Bit-Zahl mit P(v=1)=y, P(v=0)=1—1y.
i=0 Werden die Zahleru, v zu einer 1 Bit-Zahlw addiert

Die Varianz ist fir Runden und Abschneiden: (w=u +v), so ist die Wahrscheinlichkeit:

X 1 2nN , 1 N o o2 Pw=1)=Pu=1) -Pw=0+Pu=0- -Pv=1
Oy = 152 2‘1[4_1_22(2 — 22 nai) — Pu=1-y+Pu=0-1—y)
1= 1=
1 o2 210 o
=12 2;)(“" +1-277D. Da die Addition von mehreren Stellen auf 1 Bit-Additionen
=

zurickgefihrt werden kann, giltifr das Additionsergebnis

Abbildung 4 zeigt das simulierte SNR aufgetragaher  zweier Zahlen, dass die letztenStellen unabléngig vonein-
die Anzahl der Nachkommastelleriirf Runden, @ir Ab- ander und mit Wahrscheinlichkeit 0,5 Eins sind, also gleich-
schneiden undiir Abschneiden mit Mittelwertkompensati- verteilt, wenn die letztem: Stellen eines Summanden un-
on. Rur die Simulation wurde von Eingangswerteft) aus-  abhangig voneinander und mit der Wahrscheinlichkeit 0,5
gegangen, die im Intervall-1; 1] gleichverteilt sind. Wie  Eins sind.
man erkennt, erreicht maiirf Abschneiden mit Mittelwert- Die Skalierung wiederum kann auf einzelne Additionen
kompensation das gleiche SNR wii& fRunden. Allgemein  zuriickgefihrt werden. Sind die letzten Bit von x gleich-
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Abbildung 5. Multiplikation mit Quantisierung der Eingangs-
signale
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verteilt, so sind die letztem Bit des Summanden, der durch
die Multiplikation vonx mit a; o =1 entsteht, gleichverteilt
und damit auch die letzten Bit des Skalierungsergebnisses. Abbildung 6. SNR am Ausgang der Multiplikationif Runden,
Abschneiden und Abschneiden mit Kompensation des Fehlermit-
telwertes am Ausgang
4 Quantisierung in nichtlinearen Systemen am Beispiel
der Multiplikation e (k)

Nun betrachten wir ein nichtlineares System am Beispiel R
der Multiplikation. Im Gegensatz zu den Skalierungen im o YK y(k)
vorherigen Abschnitt bilden wir das Produkt von zwei un- *,(K)
ablangigen Zufallszahlen. Zéchst betrachten wir die Aus-
wirkung der Quantisierung der Eingangssignaleguflach- e,(k)
kommastellen auf das Ausgangssigndk) der Multipli- i
kation (Abb.5).
Abbildung 7. Quantisierung des Ausgangssignals der Multiplikati-
y=@G1te)- (xa+er) on mitnx(f—i— an2 Nachkom?nastellengellwffNa?:hkommastelltfn
=X1-X2+x1:-e24+x2-€1+e€1-€2

mit dem Quantisierungsfehler ] ] )

der Fehlermittelwert der z.B. beim Abschneiden entsteht
emult =X1-€2+x2-e1+e1-e2 nicht wie bei LTI-Systemen am Ausgang kompensiert wer-
den kann. Abbildund zeigt das simulierte SNR des Aus-
gangssignals der Multiplikation aufgetragéber die An-
zahl der Nachkommastellen der Eingangssignialéiunden
Memult = Mxl - Me2 + M2 - el + el - 2 bzw. Abschneiden am Eingang urid Abschneiden am Ein-
gang mit Kompensation des Mittelwertes am Ausgang. F
die Eingangssignale wurde eine Gleichverteilung im Inter-
vall [-1; 1] angenommen. Man erkennt, dass das SNR f
2 Abschneiden trotz der Kompensation des Fehlermittelwertes
T Herzhez2 — (Reiite2) am Ausgang 6 dB schlechter ist. Allgemein kann gesagt wer-

Mit der Annahme, dass die Eingangssignale mittelwertfreiden, dass ein Fehlermittelwert am Eingang einer nichtline-
sind (4,1 = 1,2 = 0), berechnen sich Mittelwert und Varianz aren Funktion zu einer VergRerung der Fehlervarianz am

Sind die Eingangssignale statistisch uréadig, so ist der
Mittelwert des Quantisierungsfehlers:

Die Varianz betagt:

O-ez,mult = Mx12Me22 — (/LxlﬂeZ)z + Uyo2hp12 — (MxZMel)z

zU Ausgang iihren kann. Deshalb sollte der Fehlermittelwert

der Eingangssignale Null sein. Liegt ein wertekontinuier-
Me,mult = Hel * He2 liches Signal vor, kann dies durch Runden erreicht werden.
02 s = 0405 + 0502 + 0407, Wird das Eingangssignal mit einem LTI-System berechnet,

so sollte der Fehlermittelwert wie im vorherigen Abschnitt
beschrieben kompensiert werden.

Das bedeutet, dass die Fehlermittelwerig; ( 1.2) die Va- Betrachten wir nun die Quantisierung des Ausgangssi-
rianz des Fehlers am Ausgang @nen. Daraus folgt, dass gnals der Multiplikationy(k) mit n,1 +n,2> Nachkomma-

2 2 2 2 2 2 2 2
Fo qMe2” + O olhel” + Opqhe2” + Oplhel”-
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Abbildung 8. Wahrscheinlichkeitsfunktion des Quantisierungsfehigréa) beim Abschneide(b) beim Runden

stellen aufz,, Nachkommastellen (Abl). Dieser Fehler ist Mog2 = _}z—m—nxz—"y
im Gegensatz zu dem Quantisierungsfehler in LTI-Systemen 4
nicht mehr gleichverteilt. Bei gleichverteilten Eingangssi- —E(nx1+nxz — ny)2 A2y
gnalen ist z.B. die Wahrscheinlichke®, dass das Least Si- 4
gnificant Bit (LSB) des Ausgangssignals Eins ist: +}2—2ny _ i2—2nxl—2nxz'
3 12
P(LSBoyr =1) = P(LSBiN =1) - P(LSBny = 1) In Abb. 9 sind die theoretischen Mittelwerte und quadrati-
=0,5-0,5=0,25 schen Mittelwerteiir ¢, und diskreter Gleichverteilung auf-

getragen. Werden nur wenige Stellen quantisiert, so weichen
In Abb. 8 sind die Wahrscheinlichkeiteruif die Quanti-  die Mittelwerte vone, und diskreter Gleichverteilung stark
sierungsfehlee, aufgetragen unter der Annahme, dass dievoneinander ab. Werden viele Stellen abgeschnitten, so sind
Anzahl der quantisierten Stellen des Ausgangssignals bef\bweichungen vernacassigbar.
den Eingangssignalen diskret gleichverteilt sind. Z.B. ist
ny1+nyx2 —ny = 3, 0 wird angenommen, dass die drei letz-
ten Bits beider Eingangssignale diskret gleichverteilt sind.

Diese von einer diskreten Gleichverteilung stark abweichenm dem vorliegenden Beitrag wurden die Auswirkungen von
den Wahrscheinlichkeiterithren dazu, dass der Mittelwert Quantisierung in LTI-Systemen und vor und nach der Mul-

und der quadratische Mittelwert des Fehleysleutlich von i ation von zwei Zufallszahlen untersucht. Dabei wurde
Mittelwert und qugdratlschem Mittelwert eines gleichverteil- festgestellt, dass in LTI-Systemen Abschneiden im Vergleich
ten Fehlers abweichen. zu Runden lediglich zu einer Verdferung des Fehlermit-

5 Zusammenfassung

Fur Runden gilt: telwertes am Ausgangihrt, der vorhersagbar ist. Dies er-
1 laubt es, den Fehlermittelwert zu kompensieren und damit
Meg = Z(nxl +nyp —ny)27 T2 das gleiche SNR wielif Runden zu erreichen. Bei der Mul-
tiplikation einer nichtlinearen Funktion haben wir gesehen,
Iog? = 1&22—2",»* - %22—%-1—2".&_ dass der Fehlermittelwert am Eingang zu einer \&Bgrung

der Fehlervarianz und zu einer Verschlechterung des SNR am
Ausgang tihrt. Diese Verschlechterung kann durch Kompen-

Fur Abschneiden gilt: ) ; ) X
g sation des Mittelwertes am Ausgang nicht melekgangig

1 gemacht werden. Allgemein kann gesagt werden, dass ein
Heq = 52 e Fehlermittelwert am Eingang von nichtlinearen Funktionen
1 1 zu einer Verschlechterung des SNihfen kann und deshalb
+7 01+ = ny)2 Tz — 52_"" (9)  der Fehlermittelwert am Eingang kompensiert werden sollte.

www.adv-radio-sci.net/4/237/2006/ Adv. Radio Sci., 4, 2242-2006
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Abbildung 9. Vergleich dega) Mittelwert und(b) quadratischer Mittelwert vos, und gleichverteiltem Fehler

Weiter wurde gezeigt, dass der Quantisierungsfehler am Aus- and Optimization of SDSP Algorithms, KLUWER ACADEMIC
gang der Multiplikation trotz der gleichverteilten Eingangs-  PUBLISHERS, Boston, Dordrecht, London, 2004.
signale stark von der diskreten Gleichverteilung abweicht.Diniz, P., Netto, S., and Silva, E. D.: Digital Signal Processing:
Dies fiihrt zu Mittelwerten und einer Varianz, die bei der ~ System Analysis and Design, Cambridge University Press, New
Quantisierung von wenigen Stellen stark von den Mittelwer-op;oerrlfhe'\'ix Li\SA\\/, i(r)lgzéchafer R. W. Zeitdiskrete Signalverarbei
ten der diskreten Gleichverteilung abweichen. tung, vol. 3, R. Oldenburg Verlag, Rosenheimerstralle 145, D-
71671 Minchen, 1999.
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