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Zusammenfassungln dieser Arbeit wird die Cell-Methode
auf die quasistatischen Maxwellgleichungen angewendet.
Dabei werden dr die notwendige Transformation vom
Primargitter auf das duale Gitter reziproke Basisvektoren
verwendet. Anhand der Felddiffusion der magnetischen In-
duktion in einen zylindrischen Leiter werden Ergebnisse

der Cell-Methode mit einer analytischen Vergleichsrechnungapbildung 1. Struktur der Maxwellgleichungen im quasistatischen
prasentiert. Fall.

lauten die dazugeirigen Maxwellgleichungen:

1 Einleitung

Z Hp = J; (1)
Neben der Finiten-Integrations-Techni®lémens2001) ist i
die Cell-Methode attiussi 2000 ein wichtiges Verfahren Z Ei=—0,B @)
zur Berechnung elektromagnetischer Felder, das auf der in T g

tegralen Formulierung der Maxwell-Gleichungen beruht. _ _ ) ) o
Dabei werden statt den Feldgen, die an einem Punkt Diese zwei Gleichungen lassen sich allso _m|tH|Ife.derg.Io—
definiert sind, die sogenannten globalen Variablen betrachteP@len GoBenexaktdarstellen. Nehmen wir die Materialglei-
Diese globalen Gii3en sind die Linien- oder &henintegra-  chungen
le der Feldgﬁorsen auf dem Gitter. _ J=«E ©)
Durch die globalen Gif3en zerfallen die Integrale der
Maxwellgleichungen in Summen aus diesen globalen Varia-~ ~ # )
blen. erhalten wir miteinander verkettete Linienintegrale. (Abb.
Mit den globalen Gafien Um diese verkettete Struktur nachzubilderiissen wir
die auftretenden @fen auf zwei ineinander verschachtelte
Gitter verteilen. Dasifhrt auf ein Prinargitter mit den Kan-
tenk und den Seitern und dem dualen Gitter mit den dualen
— Linienintegral des elektrischen Feld&sentlang einer  Kantenk und Seiters.
KanteE; = fk E.dk Im zweidimensionalen Fall (Abl®2) sieht man, dass je-

) ] weils ein Knoten des priéren Gitters von dualen Kanten
— Fluss der Stromdichte / durch eine Fiche  ymgeben ist und umgekehrt.

— Fluss der magnetischen Induktiéhdurch eine Riche
By= [ B-ds

i=[;3-ds Es gibt verschiedene 8glichkeiten ein duales Gitter zu
— Linienintegral des Magnetfelde% entlang einer Kante konstruieren..ln dieser Arbeit wird das baryzentrische Qittgr
Hi= [ H-dk verwendet: Die dualgun Knoten der Elemente befinden sichim
k= Jk Schwerpunkt der pridren Elemente, die dualen Kanten ge-
Correspondence t&K. Frenner hen vom dualen Knoten zu den Mittelpunkten der g@nien
(karsten.frenner@ite.uni-stuttgart.de) Kanten und spannen eine (unregéltig geformte) duale
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Abbildung 4. Unterteilung eines Tetraeders in vier Mikrozellen.
Abbildung 2. Gitterausschnitt mit pridren Dreieckselementen Dargestellt ist die Mikrozellgs.
und einem dualen Element.

Abbildung 3. Unterteilung eines Dreiecks in drei Mikrozellen. Her-

vorgehoben ist die Mikrozellg 1.
Abbildung 5. Dreieckselement mit priiren Kanten und Seiten.

Flache auf. Eine Diskussion anderer dualer Gitter findet sich ) o )
z.B. in Tonti (2002. die Vektorenss, s2 und sz, mit denen wir die magnetischen

t FlusseBy, , By, und B,, darstellen.
Fur die dualen GiRen betrachten wir die Mikrozelle;
eines beliebigen Elementes (Ag). Dort werden den dua-

krozellen unterteilt. Eine Mikrozelle ist dabei genau in ei- = - elTR IS A i
nem priméren und einem dualen Element enthalten. Damitl€n Kantenk; und; die Linienintegrale der magnetischen
Feldstrke Hy, und H;, zugeordnet. Dem Stronj;, ent-

lasst sich beim Aufstellen der Systemgleichungen eine Sumt =", .
me iiber alle prindren Elemente bilden. Die Mikrozelle ist SPrichtder Anteil der dualen &the voru, an der zum Kno-
der Anteil eines dualen Elementes, der ein janies Element (€0 p12zugeordneten dualendghe. .
enthalt. Alle Mikrozellen haben bei zweidimensionalen Git- _ Wir betrachten jetzt den FlusB,,. Fur die Zeitableitung
tern die Form von Vierecken (Ablg) oder Hexaedern im  9ilt gemaf Gl. @):

dreidimensionalen Fall (Abld). — By = —Ep +Ep, (5)

Durch die unregel@Bige Form der dualen Elemente is
es von \orteil, wenn man die primen Elemente in Mi-

) Wir beriicksichtigen vorerst nur den Integrationsweg ent-
2 Aufstellen der Systemgleichungen lang der dualen Kanten vqm. Der Anteil E ,,, der am Rand
von w2 entlangfihrt, muss dann beim Assemblieren der Ge-
samtmatrix noch addiert werden. Mit dem Materialgesg}tz (
‘und dem Knoterp; zugeordneten dualenddheninhaltd ,,
erhalten wir

Fur das numerische Beipiel im Abschntbervtigen wir

ein zweidimensonales Modell, da die analytische Vergleichs

rechnung nuriir einen unendlich ausgedehnten Zylinder zur

Verfligung steht. Der Zylinder sei hier in z-Richtung unend-

lich ausgedehnt. Wir besdimmken uns im Folgenden auf die _ 3. B _ _LJ ) (6)

Herleitung der Systemgleichungeinr tiesen Fall, in der Ar- PR A,

beit Brinner (2009 sind Beispielefir dreidimensionale Mo- Mit GI. (1) folgt daraus

delle berechnet.
Wir gehen von einem homogenen Material mit der Per- 9B _ 1

meabilitat © und dem spezifischen ohmschen Leitwegus 121151 =

und betrachten ein beliebiges Element (ABp. Es besitzt

drei primare Kanterks, k2 undks. Die Integrale der elektri- Jetzt niissen die Feldatken H; durch die FliisseB,,,

schen FeldstkenE ), , E,, und E,; ordnen wir aber nicht ausgedickt werden. Dair benutzen wir Gl.4) und rekon-

den Kanten, sondern den piénmen Knotenpi, p2 und p3 struieren den VektoB aus den ProjektioneB,,, 5, mit Hilfe

zu, denn das elektrische Feld hat in diesem Fall nur eingeziproker Gittervektoren’ (Abb. 7). Es gibt auch andere

z-Komponente. Senkrecht auf den péiran Kanten stehen Maoglichkeiten zur Transformation auf das duale Gitter, z.B.

A ;HE- )
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Abbildung 6. Element mit dualen Kanten und Seiten.

kann man die ProjektioneA,,, 5, mit Hilfe von Formfunk-
tionen interpolierenRepettg 2003 oder die Rekonstrukti-
on durch eine einfache Mittelwertbildung erreich8nifiner,
2005.

Die reziproken Gittervektoren in Abl¥ sind gegeben
durch (bach 2000

Sl _ 53 X ez (8)
s1- (53 X €7)
3= o sixe 9)
s1-(s3 X €7)
Damit bekommen wir:
1
— 0By =— (10)

ICApl Z(lesl + B53S3) ki
ki
Das ist der Anteil der Mikrozellg1 an der Zeitableitung.
Ebenso vedhrt man mit allen arp; angrenzenden Mikro-
zellen und summiert dann alle Anteile.
Fir die Zeitableitung des FlussBg miissen dann die An-
teile beider KnotenP; und P, beriicksichtigt werden:

2

PL

Z Z(lesl + Bszsz) : IE]-

p2 L k_j

- 8tBS]_ =

KA

1
KA

Z(lesl + BS353) : ]Ei
ki

+

(11)

Fur alle Flisse B;, die nicht durch die Randbedingun-
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Abbildung 7. Fur die Materialgesetze: Rekonstruktion eines Vek-
tors aus den Elchenintegralen der Seitegidhen und anschliessende
Projektion auf die dualen Kanten mit Hilfe der reziproken Basisvek-
torens? unds2.

Es folgt dann iir die Zeitentwicklung:

At At
D Gij+ 5 SpBIT = 6 — 5 SipBl + fi - (13)
J J

In jedem Zeitschrittx muss also ein Gleichungssystem
gelost werden.

Fur das Randwertproblem aus dem Abschiitterden als
Anfangsbedingungifr den Zeitschritli?l.0 die Werte im Inne-
ren des Zylinders auf Null gesetzt.

3 Numerisches Beispiel

Gegeben ist ein in z-Richtung unendlich ausgedehnter Me-
tallzylinder mit Radiusr =1. Das Modell wurde mit ca.
3000 linearen Dreieckselementen vernetzt. Als Randbedin-
gung wurde ein zeitlich konstantes azimutales Feld vom Be-
trag By =1 angelegt. Das Innere des Zylinders ist &cimst
feldfrei.

Das B-Feld beginnt in den Zylinder zu diffundieren
(Abb. 8-11). Dieser Vorgan@#ft sich durch eine Reihenent-
wicklung analytisch beschreibehghner 1990. Diese Rei-
henentwicklung der &isung wurde mit bis zu 300 Summan-
den ausgewertet und zum Vergleich der Cell-Rechnungen

gen auf einen festen Wert gesetzt sind, kann man so ein¥erwendet.

Gleichung aufstellen. Alle mit den Randknoten verbunde-

Bei der Cell-Rechnung sind die Feldwerte in den Ele-

nen Kanten werden auf einen vorgegebenen Randwert géDenten konstant. Die auftretenden Abweichungen zur Ver-
setzt, diese Werte werden in die Gleichungen eingesetzt unﬂle'?th_Sung sind durch die Gitterweite bedingt. )
die dabei entstehenden Koeffizienten auf die rechte Seite ge- FUr die Rechnungen wurden dimensionsloseoft&n

bracht. Man erélt ein Gleichungssystem der Form:

OB+ SiBj=fi (12)
J

Fur die Zeitintegration stehen verschiedene Algorithmen
zur Verfugung Mattiussi 2007). Das folgende numerische
Beispiel wurde mit dem impliziten Trapezverfahren mit der
SchrittweiteAr = 0.023 erstellt.

www.adv-radio-sci.net/4/55/2006/

fur die Zeitt+ und den Radius: verwendet. Durch die
Transformation

X =

(14)

N | =

r

=
wKr2

(15)
ladt sich die bsung auf beliebige Radien transformieren.
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Abbildung 8. Diffusion der magnetischen Induktion in einen un- Abbildung 10. Betrag der magnetischen Induktion zum Zeitpunkt
endlich langen zylindrischen Leiter zum Zeitpunkt 0.025. Die t=0.13.

Randbedingung ist ein azimutales Feld vom Betrag 1. Eingezeich-

net ist die losung der Cell-Methode (Quadrate) und eine ana- ' rE . . .
lytische Vergleichsrechnung (durchgezogene Linie). Die Zeit, der N t=0.36
Radius und die magnetische Induktion sind hier dimensionslose
Grolen.
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Abbildung 11. Betrag der magnetischen Induktion zum Zeitpunkt
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