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Zusammenfassung.Im Rahmen dieser Arbeit wird ein 1 Einleitung
Konzept zur Ordnungsreduktion von hdherdimensionalen

glchtllnea_lren OSZI'."itor;OFe"enf \;orgezstellt. _Hlerbe_| dwe_r- Die fortwahrend steigenden Anforderungen an die einzelnen
en zwel wesentliche Ziele verfolgt. Zum einen wird el- gq\ tronischen Komponenten moderner HF-Kommunikati-

ne hoht(ajrdmg_nsg)nalﬁ II\/Iodelller.urr:g(;j.er Ssﬁ',l,latorSCham,Jr,],gonssysteme verschieben die zugehdrigen Spezifikationsgren-
verwendet. Hierdurch lassen sich die Einilusse parasitars,, Regionen, die zunehmend schwieriger zu erreichen

er E_ffekte sowie struktureller Erweitgrungen ,an das dy'sind. Auch fir den Designer eines LC-Tank-VCOs, welcher
namische Verhalten des Systems berdcksichtigen. Zum ainen der Basisblocke moderner Kommunikationssysteme

qErend_wilr\g (:]urgh deine; anschlieBend_ef (l).rdli'u.n%redumi(_)r&larstelIt, wird es zunehmend eine gréRere Herausforderung
uber die Methode der Zentrumsmannigfaltigkeit eine ZWEI- g geforderten Spezifikationen zu erfiillen. Hierbei bilden

dimensionale Systembeschreibung erzeugt, deren wesentliz, oo \odelle immer seltener eine geeignete Basis fiir die
che DY”am'k derje.mgen.des hoherd|menS|on§1Ien SYs'ter,nﬁ\nalyse und Dimensionierung des VCOs, deren Funktions-
entspricht. Durch diese, _|_n d'er Ordnung redumgrte, n'c_ht“'weise in der Nichtlinearitat begriindet liegtrochaska et al.
neare und par_amgtera_lbhanglge Systembeschrelbunglw[rd ‘%oa. Mit einem linearen Oszillatormodell l&sst sich eine
Anwendbgrkelt nlchtllnearer Analysemethoden ermdglicht ;o Néherung der Frequenz und der Anschwingbedingung
bzw. vereinfacht. Mit der Anwendung der Andronov-Hopf- ermitteln, die zur Dimensionierung der Designvariablen her-

Blfusrl:ag.cl)_ggtanaltyse al;f das dredlrj]?.'.irte System ClﬁssAt S'Clr_‘t e'émgezogen werden kann. Das reale Verhalten des Oszillators
ne Stabiiitatsuntersuchung durchiuhren sowie die Amplitu-,, . beispielsweise durch eine stabile Schwingung mit ei-

de und Frequenz aIIer_ Zustandsgrofien approximieren. _Daﬁer konstanten Amplitude ausgezeichnet. Auf diese Ampli-
vorgestellte Konzept wird anhand des Beispielsystems eineg o schwingt sich der Oszillator unabhéngig von der ent-

LC-Tank-VCOs durchgefuhrt. haltenen Anfangsenergie auf und kehrt ebenso nach Stérun-
Abstract. In this paper, an order reduction technique for gen in der Amplitude zu dieser zuriick. Dieses Verhalten
higher-dimensional nonlinear oscillator models, based on &ygibt sich aufgrund der Nichtlinearititen in der Schaltung
center manifold approach, is presented. By modeling the OSLeg 2004 Hegazj 2005. Daher ist fur eine Modellierung,
cillator circuit in the higher-dimensional state space, influ- gie das reale Verhalten des Ostillators abbildet, ein nichtli-
ences of parasitic elements and of structural extensions of thgearer Ansatz unumgdnglich. Bestarkt wird die Notwendig-
oscillator architecture on the dynamical system behavior carkeit der nichtlinearen Modellierung durch das Theorem von
be examined. Using the proposed order reduction techniqug,artman und Grobman, welches es verbietet, vom Verhalten
a generalized second order model will be derived, which in-gjnes linearen Oszillatormodells auf das Verhalten des rea-
cludes selected design parameters of the higher order modgkn Oszillators zu schlieRen. Mathematisch gesehen liegt im
By using an Andronov-Hopf bifurcation analysis, the redu- pa)| einer kontinuierlichen Schwingung eines linearen Os-
ced system can be studied with respect to stability as well agjjjatormodells, welcher auch als nicht-hyperbolischer Fall
the amplitude and frequency of the individual state variablespezeichnet wird, ein konjugiert-komplexes Eigenwertepaar
The concept is applied to the design of LC-tank VCOs. mit verschwindendem Realteil vor. Aquivalente Kriterien
fur eine kontinuierliche Schwingung wurden von Barkhau-
sen und Nyquist prasentie®@yniec 2002 Parzen1983.

Correspondence tal.-K. Bremer Das Theorem von Hartman und Grobman sagt aus, dass
BY (bremer@tet.uni-hannover.de) das Verhalten eines nicht-hyperbolischen Systems durch die
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Voo Modell der Abb.1 beschreibtC,  die nichtlineare Gesamt-
kapazitat, die hauptsachlich durch die Varaktoren gebildet
= =3 Li wird. Die nichtlineare VerlustkompensatienRy n wird ak-
Ly % Ly % —TO— tiv durch das kreuzgekoppelte Transistorpaar realisiert, wel-
o Vame ches einen negativen differentieller Widerstand biltheda-
/V f /L/\/ G zi, 2005 Tiebout 2005. Die relevanten Induktivitaten wer-
- | | vy /H/ den in der Gesamtinduktivitdt, sowie die Verluste in dem
- v I ; Gesamtwiderstan®; zusammengefasst. Fir das auf diese
Ry Weise erstellte Ersatzschaltbild lasst sich eine zweidimensio-
\ 7 >< [ 1 nale nichtlineare Differentialgleichung aufstellen, auf wel-
| o[ v che verschiedene nichtlineare Analysemethoden angewendet
’:|l IL,_l " —Riu werden kénnen. Unter anderem lassen sich die Anschwing-
— 1 1— bedingung, die Stabilitat der Oszillation, die Amplitude und
—_— Frequenz sowie hohere harmonische Anteile naherungswei-
Tvias " se berechnen. Der hauptsachliche Nachteil der Designansat-
ze Uber ein zweidimensionales nichtlineares Schaltungsmo-
dell besteht darin, dass nur diejenigen Schaltungselemente

berucksichtigt werden kénnen, die sich in die Parallelschal-
Abb. 1. Abbildung der Architektur des LC-Tank-VCOs auf ein 2- tung nach Abbl elnbeZIIehen Iassep. Die hierzu notwendi-
dimensionales Ersatzschaltbild. gen Umrechnungen zwischen Serien- und Parallelschaltun-

gen, bestehend aus resistiven und speichernden Elementen,

sind allerdings allein fiir eine vorher festgelegte Frequenz
Nichtlinearitat bestimmt wird Guckenheimer und Holmes  gultig. Eine weitere Schwierigkeit liegt in der Modellierung
2002, so dass diese nicht vernachlassigbar ist. Die peri-der nichtlinearen Elementé; n und Ry n fUr das zweidi-
odische stabile Schwingung des nichtlinearen Systems kanmensionale Modell. Um diesen Restriktionen entgegen zu
sehr stark von der des linearen Modells abweichdagh-  wirken, wird in dieser Arbeit das Konzept der Schaltungsmo-
zi, 2005. Hierdurch spielen nichtlineare Designansétze zu-dellierung im héherdimensionalen Zustandsraum aufgefasst,
nehmend eine entscheidende Rolle im Entwurfsablauf einewie es in der Arbeit voriPrzytarski et al(2009 bereits vor-
modernen Oszillatorschaltun&rochaska et al2009. Ne- gestellt wurde. AnschlieRend wird eine Dimensionsredukti-
ben der Mdglichkeit hthere Anforderungen in den Spezifi-on des hdherdimensionalen VCO-Modells tber die Metho-
kationen zu erfillen, tragen sie wesentlich zum Verstand-de der Zentrumsmannigfaltigkeit durchgefihrt. Das dynami-
nis der im Oszillator ablaufenden Vorgénge und hiermit zusche Verhalten des héherdimensionalen Systems wird hier-
neuen Designaspekten bei. Einen der wichtigsten methomit in der naheren Umgebung eines Gleichgewichtspunktes
dischen Ansatze zur Analyse von nichtlinearen Oszillator-durch ein zweidimensionales System beschrieben. Hierdurch
schaltungen bilden parameterabhéangige Untersuchungen, dieird die Handhabbarkeit und Anwendbarkeit nichtlinearer
sich durch analytische Berechnungen der SchaltungsmodeAnalysemethoden gewdhrleistet. Ein wesentliches Ziel bei
le durchfiihren lassen. Uber die Parameterabhéngigkeit korder Dimensionsreduktion liegt darin, dass die Abhangigkeit
nen Zusammenhange in der Schaltung analysiert und folgliclvon einem zuvor gewahlten freien Parameter im reduzierten
Optimierungen durchgefihrt werden. Die Anwendung nicht- System erhalten bleibt. Hiermit lassen sich unter anderem pa-
linearer Analysemethoden erweist sich allerdings oftmals alsameterabhangige Untersuchungen durchfiihren.
auferst schwierig. Entsprechend werden die Oszillatorschal-
tungen haufig auf zweidimensionale Modelle abgebildet, da
in diesem Fall entweder eine einfachere Handhabbarkeit de? Modellierung im héherdimensionalen Zustandsraum
Systembeschreibung besteht oder die Anwendung nichtli-
nearer Analysemethoden erst ermdéglicht wird. In Altb. Es kann ausgesagt werden, dass die Dynamik einer realen
ist eine solche Abbildung auf ein zweidimensionales Er-Oszillatorschaltung immer in einem héherdimensionalen Zu-
satzschaltbild fur die populéare Architektur des NMOS-LC- standsraum eingebettet ist. Zusétzlich zu den kapazitiven und
Tank-VCOs veranschaulicht. Fur diese Architektur wurdeninduktiven Grundelementen der Schaltung, erzeugen para-
in den letzten Jahren Designanséatze vorgestellt, mit denen estére Effekte, die durch konzentrierte speichernde Schal-
mdglich ist, die Nichtlinearitat des kreuzgekoppelten Transi-tungselemente dargestellt werden kénnen, weitere Zustands-
storpaares in einem zweidimensionalen nichtlinearen Modelfré3en. Die Dimension des zur realen Oszillatorschaltung
zu beriicksichtigen (vgl. z.BBuonomo und Schiay@004). zugehdorigen Oszillatormodells hangt demnach von der An-
Diese Ansatze konnten in jungster Zeit um die Nichtlineari- zahl der speichernden Grundelemente sowie der Genauigkeit
tat der Varaktoren erweitert werdeBuyonomq 2008 Bre- der Modellierung einzelner Elemente unter Bericksichti-
mer et al, 2009. In dem dargestellten zweidimensionalen gung der parasitaren Effekte ab. Zusatzlich zur Bereitstellung
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Die hiermit erfolgte héherdimensionale Schaltungmodellie-

rung weist wesentliche Vorteile gegentber der zweidimen-
sionalen Modellierung auf. Bei der zweidimensionalen Mo-
dellierung werden, durch das Ausnutzen der Schaltungs-
symmetrie, die Kapazitaten zu einer Gesamtkapazitat sowie
die Induktivitaten zu einer Gesamtinduktivitdt zusammenge-
fasst. In der fiinfdimensionalen Beschreibung der Oszillator-
schaltung bleiben alle einzelnen Zustandsgréf3en enthalten
und beobachtbar. Zum einen lassen sich hierdurch Asym-
metrieeffekte untersuchen, zum anderen kann durch die Be-
obachtbarkeit aller einzelnen Zustandsgrof3en ein Gewinn an
Verstandnis Uber die im System ablaufenden dynamischen

Mit solchen Erweiterungen wird zusétzlich die Dimension Vorgange erzielt werden. Des Weiteren lassen sich in dieses

des Schaltungsmodells erhoht. In ABlist eine Schaltungs- Modell strukturelle Erweiterungen einbeziehen, deren Aus-
struktur des differentiellen LC-Tank-VCOs dargestellt, die Wirkungen analysiert werden konnen. Beispielsweise kann

im Gegensatz zu der in Abbdargestellten Grundarchitektur d'ek'n der ?Chalt,“29§StBUKt”r nagh Atﬂ)t_unlejgergdte”Fn-
um eine Filterkapazita€, parallel zur Stromquelle erwei- terkapazitaiC, nicht in das zweidimensionale Modell ein-

tert wurde. Diese Filterkapazitat l1asst sich zur Optimierungb_ezogen Wef?',er_“ da es keine Berec.hpungsmbglichkeit gibt,
des Phasenrauschens des Oszillators dimensionidegagi diese Kapazitat in der Gesamtkapazdatder Parallelschal-

et al, 200J). Die Verluste der Schaltung werden in den Seri- tUnd nach Abbl zu erfassen. Die Berlicksichtigung parasi-
enwiderstande®; und R, der Spulen zusammengefasst. Im tarer Effek_te im zweidimensionalen Schaltungsmodell, wel-
Folgenden wird dieses Schaltungsmodell in dieser Arbeit al€h€ Zumeist durch komplexe Zusammenschaltungen aus re-

Beispielsystem verwendet. Unter der Annahme, dass sich dil?*iStiVen sowie speicherndgn Element.en dargestellt werden,
beiden Transistoref; und 7> in Sattigung befinden, soll der erfordert Umformungen zwischen Serien- und Parallelschal-
zugehorige Transistorstrom der Gleichung tungen. Diese sind jedoch nur fiir eine vorher festgelegte Fre-

guenz guiltig. Bei der hdherdimensionalen Modellierung ent-
UnCox Wy fallt die Notwendigkeit dieser Umrechnungen. Weiterhin be-
2 L, 1) schréankt sich die Modellierung der Nichlinearitaten der Os-
zillatorschaltung auf die Nichtlinearitat der jeweiligen Schal-
genugen. Im Transkonduktanzfaktdr beschreibtu, die  tungselemente. Hierfiir sind bereits nichtlineare Beschrei-
Elektronenbeweglichkeiox die flachenbezogene Oxidka- pungen vorhanden, wie es z.B. die Beschreibung des Transi-
pazitat sowieW, undL, die Kanalweite und Kanallange der storstromes ink) zeigt. Es ist nicht notwendig, eine einzelne
Transistoren. Hiermit ergibt sich die zugehdrige mathemati-nichtlineare Gesamtkapazitét n fiir die Parallelschaltung,
sche Beschreibung des flnfdimensionalen Oszillatormodellgyie sie in Abb.1 gezeigt wird, zu modellieren. Ebenso ist
in Form eines Differentialgleichungssystems zu: es nicht notwendig, eine nichtlineare Beschreibung der Ge-
samtheit aller nichtlinearen resistiven Elemente zu ermitteln,
wie sie in Abb.1 durch Ry n dargestellt wird (vgIBuonomo
und Schiavp2004 Buonomgq 2008.

Abb. 2. 5-dimensionales Schaltungsmodell des LC-Tank-VCOs.

genauerer Modelle, geht der Trend im Oszillatordesign in
die Richtung, zur Optimierung der Eigenschaften und Stei-
gerung der Funktionalitat, strukturelle Erweiterungen in der
VCO-Architektur vorzunehmen. Beispielsweise werden zu-
satzliche Filternetzwerke in die Struktur eingebracht um die
Phasenrauscheigenschaften zu verbesddaygzj 2005.

Ip=K-(Vas—Vip)?> mit K=
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Als Nachteil der hoherdimensionalen Modellierung muss Guckenheimer und Holme2002. Die Eigenrdume werden
jedoch festgehalten werden, dass die nichtlinearen Analyaufgrund des Verhaltens der Lésungsanteile in Bezug auf
semethoden aufgrund der Komplexitat des hdherdimensioeinen Gleichgewichtspunkt entsprechend als zentraler Eigen-
nalen Modells entweder nicht oder nur unter sehr hohemraumé&®€, stabiler Eigenraurfi® oder instabiler Eigenraugt
Aufwand angewendet werden kdnnen. An dieser Stelle wirdbezeichnet. Das Differentialgleichungssystem lasst sich nach
das Ziel dieser Arbeit deutlich. Durch die Reduktion der ho- der Transformation au$) in drei einzelne Differentialglei-
herdimensionalen Beschreibung der Oszillatorschaltung solthungssysteme zerlegen zu:
eine vereinfachte Systembeschreibung erzeugt werden, die
mit nichtlinearen Analysemethoden untersucht werden kann® =AcXe (7a)
Hierbei sollen die Vorteile der héherdimensionalen Model- Xs=As"Xs (7b)
lierung, d.h. der Einfluss von strukturellen Erweiterungenx,=A,-xy (7¢)
sowie die Moglichkeit der genaueren Modellierung einzel- o
ner Schaltungselemente, erhalten bleiben. Durch die RedukPi€Se Zerlegung des Systems in die sog. Center-, Stable- und
tionsmethode tiber die Zentrumsmannigfaltigkeit ist es mog-Unstable-Anteile bildet die Grundlage fir die verwendete
lich, die Dynamik des hoherdimensionalen Systems in deReduktionsmethode uber die Zentrumsmannigfaltigkeit. Bei

Néhe der Gleichgewichtslésung durch die Dynamik auf derd€r Betrachtung des nichtlinearen Systems a@jisverden
Zentrumsmannigfaltigkeit zu beschreiben. die linearen Eigenrdume durch den nichtlinearen Arfitil

zu invarianten nichtlinearen Mannigfaltigkeiten deformiert
(Crawford 1991J). In diesen Mannigfaltigkeiten, welche die
3 Allgemeine Darstellung der Methode der Dimensions-  zugehdrigen Eigenraume im Gleichgewichtspunkt tangieren,
reduktion Uber die Zentrumsmannigfaltigkeit verlaufen die Trajektorien des nichtlinearen Systems. Im Fol-
genden wird davon ausgegangen, dass bei den betrachteten
Ein nichtlineares SyStem, beschrieben Uber eine Diﬁerential'Oszi”atorsystemen keine Eigenwerte mit positiven Rea|tei_
gleichung der allgemeinen Form len vorliegen. Demnach existieren fiir einen Gleichgewichts-
. . o n n punkt die stabile und die zentrale Mannigfaltigkeit, letzte-
x=F0) mit F:R"—R" und xeR, (3) re wird auch als Zentrumsmannigfaltigkeit bezeichnet. Unter
fiir das weiterhin gelt&(0) = 0, lasst sich iiber eine Taylor- diesen Voraussetzungen stellt sich das nachfolgend beschrie-

reihe entwickeln zu bene dynamische Systemverhalten ein, welches entscheident
fur die hier dargestellte Reduktionsmethode ist. Starten Tra-
X=A -x+f(x). (4) jektorien in der ndheren Umgebung eines Gleichgewichts-

) o ) o punktes, so verlaufen diese zunéchst auf die Zentrumsman-
Hierdurch wird die Systembeschreibung mitx in einen  pigfaitigkeit (Crawford 1993). Folglich wirkt die Zentrums-
linearen und mitf(x) in einen nichtlinearen Anteil zerlegt. mannigfaltigkeit anziehend auf den Fluss des Systéfias (

Im Folgenden wird zunachst das lineare TeilsystemA - | ynd Kocak 1991). Da die Zentrumsmannigfaltigkeit ei-

x betrachtet. Sei hierfur die algebraische Vielfachheit allerne jnvariante Mannigfaltigkeit darstellt, verbleibt der Fluss

Eigenwerte gleich der geometrischen Vielfachheit, so kanryes systems fir— oo auf dieser enthalten. Hierdurch kann

die Matrix A mit dem Zusammenhang das Langzeitverhalten des Systems in einer lokalen Umge-

X=T.% ) bung um einen Gleichgewichtspunkt mit der Dynamik auf
der Zentrumsmannigfaltigkeit beschrieben werden. Wie in

tiber eine Ahnlichkeitstransformation, wie nachfolgend dar-(6) fUr das lineare System dargestellt wurde, I&sst sich auch

gestellt, in eine Blockdiagonalform tberfiihrt werden, das nichtlineare System aué) (unter Verwendung von5j
und der Annahme, dass der Unstable-Anteil nicht auftritt,
X=A-X in einen Center- und einen Stable-Anteil zerlegen. Es ergibt
N $=TL.A.T-% sich die folgende Systembeschreibung,
d Xc A: 0 O Xc ©6) Xc =Ac-Xc+fc(Xc, Xs) (8a)
= dt Xs|=10 A0 Xs |- Xs=As-Xs+Ts(Xc, Xs). (8b)
Xu 0 0 A Xu

_ _ o Lokal kann die Zentrumsmannigfaltigkeit nach dem Satz
In dieser Darstellung enthalt die UntermatAx Eigenwer-  (iber implizite Funktionen wie folgt als Graph aufgefasst
te ohne Realteil. Die Untermatriks enthélt Eigenwerte mit  werden, der die Stable-GréRegauf die Center-GréRex.

negativem und die Untermatri&, Eigenwerte mit positi-  abbildet Guckenheimer und Holme2002),

vem Realteil. Die Losungsanteile des Systems verlaufen ge-

maR dieser Eigenwerte in den invarianten Eigenraumen de¥Vioc = {(Xc:Xs) [ Xs =h(Xc)}

R”, welche durch die zu den jeweiligen Eigenwerten zuge- . dh(xc) 9)

horigen Eigenvektoren aufgespannt werdéfggins 199Q mit h0)= X XC:O:O.
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Mit (9) eingesetzt in&a) ergibt sich die nichtlineare Diffe- —_— —_——
rentialgleichung

Xe = Ac- Xe+Te(Xe, h(Xc)), (10) o]

(&4

welche die Dynamik des AusgangssysteBsif der Um-
gebung eines Gleichgewichtspunktes beschreibt. Bei den 5,%10° ]
in dieser Arbeit betrachteten Oszillatorsystemen kann hier-
durch das Ausgangssystem auf die Dimension 2 reduziert

werden. Zur Bestimmung der Zentrumsmannigfaltigkeit als —
lokaler Graphh(xc) ergibt sich mit @) und 8a) eingesetzt in TLAXI0T LxI0T B0 G0 10 20
(8b) die folgende partielle Differentialgleichung,
ah(xc) —s,xlog’
JAc - Xe+fe(Xe, h(X
8XC [ C'AC C( C (C))] (11)

—As-h(Xc) —fs(Xc, h(Xc)) =0.

10 |
-1,x 10

Die Losung dieser Differentialgleichung ergibt die gesuch-
te Zentrumsmannigfaltigkehi(xc), die zur Berechnung des — —_—
reduzierten Systems iri@Q) einzusetzen ist. Die Lésung ei-

ner solchen nichtlinearen partiellen Differentialgleichung ist APP. 3. Wurzelortskurve in Abhéngigkeit der Kanalweitg, der
meist nicht analytisch zu bestimmen. NaChrr (1981 be- ~ Transistoren mit¥,, = {125nm..., 250 nm

steht allerdings die Mdglichkeit die Zentrumsmannigfaltig-
keit h(xc) mit einer Polynomapproximatios (X¢) beliebig

genau anzunahern K = mnCoxWa/21, in direktem Zusammenhang mit der Ka-

nalweite W,, der Transistoren des kreuzgekoppelten Transi-
storpaars. Der freie Parameter reprasentiert den Bifurkati-
4 Modellordnungsreduktion eines LC-Tank-VCOs un- onsparameten einer Andronov-Hopf-Bifurkation. Aus der
ter Betrachtung der Andronov-Hopf-Bifurkation Bifurkationstheorie nach Andronov-Hopf ist bekannt, dass
die stabile Schwingung des Oszillators im Phasenraum durch
In diesem Abschnitt wird die Anwendung der Ordnungs- einen Grenzzyklus darstellt wird, welcher im Bifurkations-
reduktion auf das in Abb2 dargestellte funfdimensionale punkt aus einer stabilen Gleichgewichtslésung hervorgeht
Schaltungsmodell des LC-Tank-VCOs vorgestellt. Die ma-(Prochaska2008. Der Bifurkationspunkt tritt bei einem
thematische Beschreibung dieses Oszillatormodells ist imAert des freien Parameters auf, bei welchem ein konjugiert-
Differentialgleichungssystem nacl?)(gegeben. Die Mit- komplexes Eigenwertepaar auf der imaginaren Achse der
tenfrequenz des spannungsgesteuerten Oszillators soll bRbmplexen Ebene liegt. Zusétzlich besitzen alle weiteren Ei-
2.4 GHz fiir Bluetooth-Anwendungen liegen. Da allerdings genwerte einen negativen Realteil. Wie in Abschiiliereits
in diesem Beispiel konstante Kapazitatswerte anstatt sparerlautert wurde, liegt in diesem Fall die zentrale wie auch
nungsgesteuerte Varaktoren betrachtet werden, soll eine Ziellie stabile Mannigfaltigkeit vor. Des Weiteren besteht in die-
frequenz von 2.1 GHz die untere Grenze des Abstimmbesem Punkt asymptotische Stabilitat des Gleichgewichtspunk-
reichs fir den Oszillator darstellen. Nach der Festlegung detes. Mit Werten des Bifurkationsparameters (iber den Bifur-
VersorgungsgroRerpp = 2.5V und Ihias=2 MA, werden  kationspunkt hinaus lasst sich der Radius des Grenzzyklus
die GroRen aller weiteren Bauteilparameter gemaf der Freand somit die Amplitude der Oszillation einstellen. Hier-
guenz von 2.1 GHz anhand einer zugrundeliegenden 0.25 urftir besteht die Anforderung an den Bifurkationsparameter,
CMOS-Technologie der Firma IHP ausgewahlt. Ndee-  dass dieser in den zugehorigen Wertebereichen die Frequenz
bout(2005 ergeben sich fiir moglichst gro3 gewéhlte Induk- des Oszillators nicht beeinflusst. Mit dem Transkonduktanz-
tivitaten und mdoglichst klein ausfallende Kapazitaten gin-faktor K bzw. der Kanalweité¥,, als freier Parameter lasst
stige Eigenschaften im Phasenrauschen und in der Verlussich diese Forderung erfiillen. Dies ist, wie auch die Be-
leistung. Unter der Berlicksichtigung dieser Kriterien wer- dingung der Lage der Eigenwerte fiir die Andronov-Hopf-
den die Werte der Induktivitaten zli;  =11nH und die  Bifurkation, in der Wurzelortskurve der AbB.zu erkennen.
Werte der Kapazitaten zd; > = 500 fF gewahlt. Ein gilti-  Nach der Festlegung des BifurkationsparametetsK so-
ger Serienwiderstand der Spulen l&sst sichRuf =11 Q wie aller weiteren Parameterwerte, gefolgt von einer Trans-
festlegen. Zur Optimierung der Phasenrauscheigenschaftdation, die den Gleichgewichtspunkt des Systems in den Ur-
wird die Filterkapazitat auf einen Wert van, =1 pF fest-  sprung verschiebt, lasst sich das Systejrdarstellen als
gelegt Hegazj 2005. Der Transkonduktanzfaktdt bleibt
als freier Parameter ir2] bestehen. Dieser Faktor steht Uber x=F(x,K) mit F(0,K)=0. (12)
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Im Gleichgewichtspunkt lasst sich das System Uber eineAbb. 3). Der Bifurkationspunkt ergibt sich fur den hier be-

mehrdimensionale Taylorreihe entwickeln zu

X=A(K)-x+f(x,K) mit f(x,K)=0O(x|?, (13)
wobei sich die Jacobimatrik(K) ergibt zu
A(K) =10
-12649VK 0 0 63246K 63246K
0 -1 0  90909x10°3 0
0 0 -1 0 90909x 103
12649VK —2x106 0 0 —12649/K
12649VK 0 —2x10° —12649/K 0
(14)

trachteten Oszillator zu

b =7.9057.10"3. (18)

Uber den Zusammenhaii, = 2L.1*/u, Cox l&sst sich die zu-
gehorige KanalweitdV,, der Transistoren des kreuzgekop-
pelten Transistorpaars im Bifurkationspunkt berechnen. Mit
der Substitutionw = up+ A, undpp aus (L8) kann die addi-

tive Zerlegung der Jacobimatrix nactbf durchgefihrt wer-
den. Das Gesamtsystem lasst sich hiermit in der folgenden
Form darstellen,

X=A(up) - X+A(A,) - X+To(X,AL). (29)

Zur Anwendung der Reduktionsmethode ist die JacobimaDie Jacobimatrix im Bifurkationspunkt ergibt sich zu

trix im Bifurkationspunkt erforderlich, da in diesem Fall eine
Zentrumsmannigfaltigkeit durch ein konjugiert-komplexes

Eigenwertepaar mit einem verschwindenden Realteil vor-
liegt. Damit jedoch die Parameterabhangigkeit des linearen
Anteils erhalten bleibt, ist eine additive Zerlegung der Jaco-

bimatrix notwendig, die sich wie folgt darstellen lasst,
A() = Ao+ Ap) = Ap) +A(A ). (15)

Die Matrix A(up) stellt die Jacobimatrix im Bifurkations-

punktup dar, die demnach aus konstanten Koeffizienten be-

steht. Die MatrixA(A,) enthalt die Parameterabhéngigkeit
des linearen Anteils des Systems. Hierbei soll der freie Pa
rameterA, eine kleine Abweichung vom Bifurkationspunkt
darstellen. Da der Bifurkationsparamejee= K in der Ja-
cobimatrix (L4) nicht in einem linearen Kontext steht, kann
die Zerlegung nacHlb) nicht durchgefiuhrt werden. Wird der
Bifurkationsparameter ayf = +/K festgelegt, so wird eine
solche Auftrennung ermdglicht. Die Jacobimatrix add)(
als linearer Anteil des Systems ergibt sich hiermit zu

A(p) = 10°.
—12649 O 0 63246 1 63.246 1
0 -1 0  90909x10°3 0 (16)
0 0 -1 0 90909x10-3
12649 —2x10° 0 0 —12649 1
126491 0 —2x10° —12649u 0

Der nichtlinearer Anteif(x, K) aus (3) lasst sich unter Ver-
wendung der gleichen Substitution darstellen als

f(x, ) =
v%~u2—2-v1~vcl, -M2+v§-,uz—2-v2-vcp .M2+2.ng u?
S 17)
10'2. 0

—2~v%p ‘u2+4~v2‘vcp »u2—2-v§~u2

—2-vgp -p,2+4-v1-vc], -u2—2-v%<u2

Die Berechnung des Bifurkationspunktes erfolgt numerisch

nach dem Prinzip der Intervallschachtellung. Hierbei wird
das Intervall der Parameterwerte, in welchem der Realtei

des kritischen konjugiert-komplexen Eigenwertepaares vom = 10°.

negativ zu positiv wechselt, fortwéahrend eingeschrankt (vgl.

Adv. Radio Sci., 8, 151360, 2010

A(up) =Ap=

—-1x10° 0 0 5x 108 5108
0 —1x10® 0  90909x10° 0 (20)
0 0 —1x10° 0 90909x 10°

1x10° —2x102 0 0 —1x10°

1x10° 0 —2x102 —1x10° 0

Die Matrix A(A,), welche die Parameterabhéngigkeit des
linearen Anteils enthalt, lasst sich darstellen als

A(Au) =
126497, 00 632464, 632464,
0 00 0 0 (21)
0 00 0 0
: 12649.A, 00 0 —12649A,
12649.A, 00 -12649.4, 0

Wie in Abschnitt3 beschrieben wurde, ist zur Anwendung
der Reduktionsmethode Uber die Zentrumsmannigfaltigkeit
die Zerlegung der Systembeschreibung in die notwendigen
Center- und Stable-Anteile notwendig. Hierzu ist eine Ahn-
lichkeitstransformation erforderlich, welche die Jacobima-
trix im Bifurkationspunkt ausZ0) in die Blockdiagonalform
Uberfuhrt. Zur einfacheren Darstellung wird der parameter-
abhéangige lineare Antef\(A,,) -x und der nichtlineare An-
teil fp(x, A,.) wie folgt zusammengefasst,

A(AL) - X+To(X Ay) =Fup(X, Ay). (22)
Hierdurch lasst sich die Transformation des Gesamtsystems
mit dem Zusammenhang=T - X darstellen als

X=T 1 Ap T-X+T 1 (TR A ).
—————

A

(23)

f&xA)

Bei der Bestimmung der Transformationsmatriist die Be-
dingungT,A € R™" zu erfiillen, damit das Gesamtsystem
nach der Transformation in reeller Form bestehen bleibt.
Nach der Berechnung einer geeigneten Transformationsma-
trix T, gefolgt von der Berechnung nacj, ergibt sich die
lineare Systemmatri zu

| 0 13447 0O 0 0
-13447° 0 0 0 0
0 0 —1 13447 0 (24)
0 0 -13447 -1 O
0 0 0 0 -1
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Abb. 5. Einlaufende Trajektorie in die Zentrumsmannigfaltigkeit,

Abb. 4. Einlaufende Trajektorie in die Zentrumsmannigfaltigkeit, Projektion in den Unterraur,1, x.o, x,3}.

Projektion in den Unterraurfx,q, x.2, xs2}.

Fur das hier betrachtete fiinfdimensionale Beispielsystem er-

Hiermit lasst sich da_s trz_insformierte Gesamtsystem,wie es_i@ibt sich die Naherung der Zentrumsmannigfaltigkeit tiber
(8) dargestellt wird, in einen Center- und einen Stable—Antelleine mehrdimensionale Taylorreihenentwicklung zweiten

zerlegen, die sich wie folgt ergeben zu Grades unter Beachtung Va7 zu

d rxa 0 13447] rx fe1(Xe.Xs, Ay)

s :109.[ ] 1 +[-f e Xs B ] (25a) Xs1 P1(xc1, X2, Ay)

A= [ L o[l o5
d Tx1 —1 13447 07 [xs Fi1(Xe.Xs, Ay)

_[m] 2109‘[13.447 - o][xsz]+[fsz(xc,xs,4\.u)]. Xs3 d3(xXc1, xc2, Ay)

dt | xs3 0 0 -1 *s3 Ss3(Xe,Xs, Ap)

(25b) Oi(xc1, Xe2, Ay) =a; 'x621+bi 'X622+Ci -Ai+

Es ist auffallig, dass sowohl die Realteile als auch die Ima- +di - xc1Xeteixe1 Ay fixe2- Ay
ginarteile der Eigenwerte jeweils gleich sind, sofern sie von_ ) .
null verschieden sind. Diese Eigenschaft ist nachweislich aufUf = {1.2,3}. Durch Einsetzen vor2g) und der Naherung
die Symmetrie in der Schaltung zuriickzufiihren. Die zur Di- 'Xc; A1) ¥ ¢ (Xc, A,) aus @8) in (11) lassen sich die Ko-
mensionsreduktion notwendige lokale Betrachtung der zen&ffizienten der Taylorreihenansatze ag8hj berechnen zu:
trumsmannigfaltigkeit als Graph enthalt Uber die Parame-

terabhangigkeit einen weiteren Freiheitsgrad. Hiermit ergibtal: —21622.106 ap= 22128x 1073 a3=—31465x 10~3

(28D)

sich die Darstellung der Zentrumsmannigfaltigkeit zu bi= 21622x1076 hy= 4.3693x 1073 hz——31378x 10~3
dy= 43532x1073 dp=—54115x106 d3= 62333x10°3
Xs=h(Xc, Ay). (26) ! 2 3 (29)

Mit der Erweiterung der Systembeschreibung & (m
die GIeichungAﬂ =0, die besagt, dass der Bifurkations-
parameterA, zeitunabhéngig ist (vgiThomsen 2003, er-
gibt sich die erweiterte Zentrumsmannigfaltigkeit a@s)(
als Losung der inX1) dargestellten nichtlinearen partiellen
Differentialgleichung. Wie bereits aus Kapitbekannt ist,
lasst sich die Zentrumsmannigfaltigkeit mit einer Polyno-
mapproximationp (x¢, A,) annahern, welche, wie die Zen-
trumsmannigfaltigkeit selbst, den zentralen Eigenr&§im Xe=Ac-Xe+Te(Xe, A, ¢ (Xe, Ap)). (30)
Gleichgewichtspunkt tangiert. Hierdurch ergibt sich fir die

Po|ynomapproximation die fo|gende Zwangsbedingung, Dieses reduzierte System beschreibt in einer lokalen Um-
gebung des Gleichgewichtspunktes naherungsweise das dy-
¢ (Xe, Ap)

-0 @7) namische Verhalten des hdherdimensionalen Ausgangssy-
Xe Xm0 stems.

Bei der Berechnung ist auffallig, dass sich die zur Parameter-
abhangigkeit\ , zugehorigen Koeffizientety, ¢; und f; mit

i ={1,2,3} zu null ergeben. Mit den berechneten Koeffizi-
enten lasst sich die Naherung der Zentrumsmannigfaltigkeit
aus @8) in (259 einsetzen, womit sich das auf zwei Dimen-
sionen reduzierte nichtlineare Differentialgleichungssystem
der folgenden Form ergibt,

¢0,4,) =
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Zentrumsmannigfaltigkeit A/, =0 Bl Integralmannigfaltigkeit A, = 0.02 Zentrumsmannigfaltigkeit A, =0 Bl Integralmannigfaltigkeit A, = 0.02
B [ntegralmannigfaltigkeit Aj, = 0.01 HB Integralmannigfaltigkeit A/, = 0.03 B [ntegralmannigfaltigkeit A, = 0.01 EIntegralmannigfaltigkeit A, = 0.03

Abb. 6. Integralmannigfaltigkeit in Abhangigkeit voa,, Projek-  Abb. 7. Integralmannigfaltigkeit in Abhangigkeit von,,, Projek-
tion in den Unterraunfix.1, x.2, Xs1}- tion in den Unterraunfx1, xz2, Xs2}.

5 \Verlauf der Systemlésung in der Nahe der Zentrums- 6  Einfluss von Asymmetrien in der Schaltungsstruktur
mannigfaltigkeit

Bei der Berechnung der Naherung fiir die Zentrumsmannig-
Wie in Abschnitt3 beschrieben wurde, wirkt die Zentrums- faltigkeit (iber eine Taylorreihenapproximation zweiten Gra-
mannigfaltigkeit in einer lokalen Umgebung des Gleichge-des in Abschnit4 war auffallig, dass die Parameterabhan-
wichtspunktes anziehend auf den Fluss des Systems. Diesfigkeit verschwindet. Es lasst sich die Vermutung aufstel-
Eigenschaft lasst sich durch den Verlauf der Trajektorien desen, dass diese Eigenschaft in der Symmetrie der Schaltungs-
nichtlinearen Ausgangssystems grafisch nachweisen. Da s@&truktur begriindet liegt. Zur Uberpriifung dieser Annahme
wohl die Zentrumsmannigfaltigkeit als auch der Fluss deswird mit C; =300f F undC, = 700 fF willkiirlich eine aus-
Systems bei dem hier betrachteten Beispielsystem im flinfdigepragte Asymmetrie in die Schaltungsstruktur eingebracht.
mensionalen Raum verlauft, ist zur grafischen Darstellung eiAlle weiteren Parameterwerte werden bei den in AbscHnitt
ne Projektion in die dreidimensionalen Unterraume notwen-gegebenen Werten belassen. Wird fiir das asymmetrische Sy-
dig. Die Zentrumsmannigfaltigkeit ist fir den Zustand defi- stem die Taylorreinenapproximation zweiten Grades 28)s (
niert, in welchem sich das System im Bifurkationspunkt be-zur Annaherung an die Zentrumsmannigfaltigkeit berech-
findet. In diesem Fall existiert ein konjugiert-komplexes Ei- net, so lasst sich feststellen, dass durch die Asymmetrie in
genwertepaar mit verschwindendem Realteil. Da allerdingsier Schaltungsstruktur Abhangigkeiten vom Bifurkationspa-
nach dem Andronov-Hopf-Theorem im Bifurkationspunkt rametera , entstehen. Hiermit lasst sich die aufgestellte Ver-
asymptotische Stabilitét des Gleichgewichtspunktes vorliegtmutung bestétigen, dass durch die Symmetrie in der Schal-
verlaufen die Trajektorien zunachst auf die Zentrumsman-+tungsstruktur die Parameterabhangigkeit einer Polynomap-
nigfaltigkeit und anschlieRend uber diese in den Gleichgeproximation zweiten Grades verschwindet. Die Koeffizienten
wichtspunkt. Die Abb4 und5 visualisieren dieses qualitati- der Taylorreihenansétze a8p) berechnen sich zu:
ve Verhalten des Systems im Bifurkationspunkt. Die Darstel-
lung der Zentrumsmannigfaltigkeit ergibt sich mit der Na- 4,=—310x10%  ay= 90642x 103 a3=—15256x 1073
herungg; Uber die Taylorreinenentwicklung zweiten Grades p;= 30.818x 103 by= 10563x 103 bg=—14754x 103
nach @8h). Die Trajektorien lassen sich Uber eine numeri- d;= 68388x 1073 dy=—42275x 1073 dz= 24.107x10°3

sche Berechnung des funfdimensionalen Ausgangssystems =— 14718 ep=—14.297 e3=—3.5501
in der Eigenbasis darstellen. Fir den hier betrachteten nichtf1= 18086 fo=—15389 fz= 22851
hyperbolischen Fall gil,, = 0. (31)

Im Vergleich zu den Koeffizienten des symmetrischen Sy-
stems R9), sind durch die Asymmetrie mis 23 7# 0 und
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Abb. 8. Grenzzyklus in der Integralmannigfaltigkeit fidr,, =0.012, Abb. 9. Grenzzyklus in der Integralmannigfaltigkeit fiir,, =0.012,
Projektion in den Unterraurfx,1, x.2, xs1} Projektion in den Unterraufx .1, x.2,x52}-

f1,23#0lineare Abhéngigkeiten vofy,, entstanden. Dadie  mannigfaltigkeit stellt mitA , =0 einen Sonderfall der In-
Koeffizientency » 3 weiterhin null sind, besteht keine quadra- tegralmannigfaltigkeit dar. Unter dieser Annahme, dass der
tische Abhéangigkeit vom Bifurkationsparametey,. In den  Grenzzyklus in einer zugehdrigen Integralmannigfaltigkeit
Abb. 6 und 7 ist die parameterabhéngige Zentrumsmannig-liegt, kann die Aussage getroffen werden, dass die Langzeit-
faltigkeit, die im Folgenden als Integralmannigfaltigkeit be- dynamik des Systems in derselbigen enthalten ist. So I&asst
zeichnet werden soll, fir verschiedene Werte des Parametersich die Gestalt der Integralmannigfaltigkeit sowie die Ver-
A, als Projektion in den Unterraufae 1, xc2, xs1} bzw. als  a&nderung ihrer Form z.B. tber den Bifurkationsparameter
Projektion in den Unterraurfx 1, x.2, x;2} dargestellt. Wird  oder Gber Asymmetrien in der Schaltungsstruktur (vgl. Ab-
die Zentrumsmannigfaltigkeit fiik , = 0 aus der Abb7 mit schnitt6) als eine geometrische Darstellung der Systemdy-
der des symmetrischen Systems aus Abkerglichen, soist  namik auffassen. Die Approximation einer Mannigfaltigkeit,
festzustellen, dass die Krimmung der Mannigfaltigkeit desin der ein Grenzzyklus eingebettet ist, erfordert eine Abhén-
asymmetrischen Systems wesentlich starker ausgepragt iggigkeit vom Bifurkationsparameter. Die verschwindende Pa-
Zusatzlich entstehen durch Variation der Werte des Bifurka-rameterabhangigkeit der Taylorreihenapproximation zweiten
tionsparametera , Verkippungen und Verzerrungen. Diese Grades fur das symmetrische System (vgl. Absctiitter-
Eigenschaften der Mannigfaltigkeit lassen sich als eine geodeutlicht, dass eine Approximation mit einer Taylorreihe von
metrische Darstellung des Einflusses der Asymmetrie auf di@inem Grad grof3er zwei erforderlich ist, um die Systemdy-
Dynamik des Systems interpretieren. namik fir A,, > 0 erfassen zu kénnen. Die Integralmannig-
faltigkeit der Abb.8 und 9 wurde mit einer Taylorreihen-
entwicklung dritten Grades erzeugt, bei der eine Parameter-
abhangigkeit im symmetrischen System erhalten bleibt. Die
Lage sowie der Verlauf des numerisch berechneten Grenz-
zyklus verdeutlicht, dass sich mit der parameterabhéngigen

- e . . : o Integralmannigfaltigkeit eine Naherung der Mannigfaltigkeit
0 definiert. Folglich lasst sich eine Mannigfaltigkeit, die auf berechnen Iasst, in welcher ein GrenzzyklusAiir> 0 ein-

den Fluss des Systems fi,, # 0 anziehend wirkt, nicht ebettet ist
durch die Zentrumsmannigfaltigkeit beschreiben. Es ist an9 '
zunehmen, dass der lokale Attraktor, der bei einer Hopf-
Bifurkation mit A, > 0 im Phasenraum durch einen Grenz- g Diskussion

zyklus gebildet wird, in einer Mannigfaltigkeit eingebettet

ist. Des Weiteren ist anzunehmen, dass diese Mannigfaltigih der vorliegenden Arbeit wurde ein Konzept zur Ordnungs-
keit, wie der Grenzzyklus selbst, vom Paramefgr ab-  reduktion von héherdimensionalen nichtlinearen Oszillator-
hangig ist. Eine solche parameterabhangige Mannigfaltigkeitmodellen tber die Methode der Zentrumsmannigfaltigkeit
wird als Integralmannigfaltigkeit bezeichnet. Die Zentrums- vorgestellt. Des Weiteren wurde nach dem Kenntnisstand

7 Geometrische Interpretation der Systemdynamik

Wie in Abschnitt5 bereits dargestellt wurde, ist die Zen-
trumsmannigfaltigkeit allein im Bifurkationspunkt mit,, =
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